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AVALIACAO DO PLANO ANTERIOR

# Pontos Positivos: Consegui que os alunos trabalhassem
melhor com as operacdes com sinais negativos, aplicando a
revisdo, conforme ja mencionada. Os alunos também foram
bem participativos nas aulas ministradas no laboratério de
informatica. No geral, as aulas fluiram bem.

+ Pontos Negativos: Precisaria de mais tempo para outras
aplicacdes do conteudo, que o cronograma impediu. Gostaria
de ter trabalhado mais na sala de informatica, pois a
aproximacgao com os alunos torna-se uUnica e agradavel.

+ Alteracdes: Inclusédo do texto do Electro Man e do jogo
“"Domin6 dos Complexos, ambos aplicados em aula.

+ Impresséo dos alunos: Alguns alunos ndo acharam muita
aplicacdo no cotidiano deles, por isso queria ter me
aprofundado em alguns assuntos, como a relagdo com a
Fisica (com exercicios mais complexos), apesar de ter lido um
texto sobre esse assunto, mas o cronograma ndo me permitiu,
Entretanto, todos participaram das tarefas, dos desafios
propostos e o relacionamento professor-aluno e aluno —aluno
foi muito bom.




INTRODUCAO - PLANO REMODELADO

Os numeros complexos desempenham um  papel
extremamente importante nos mais diversos ramos da Matematica

e tém aplicacbes em outras areas de conhecimento.

Em geral, os alunos se deparam com eles, pela primeira vez,
no ensino medio, e sua introducao é justificada pela necessidade
de resolver equacdes de 2° grau com discriminante negativo, o que
comeca a criar uma certa “antipatia’, pelos alunos. Analisaremos
essas (questbes e alguns outros aspectos ligados ao
desenvolvimento do assunto, tornando a matéria agradavel para o

aluno e, assim, alcancar resultados positivos.

E preciso que o aluno tenha dominio das operacbes com
nameros negativos e o entendimento do plano cartesiano, se
houver necessidade, sera destinado um tempo de aula (50
minutos) para uma revisdo sobre regras de sinais. E de extrema
importancia que o aluno seja amparado de forma que seja
transmitida seguranca, para prosseguirmos o assunto aliado ao seu

cotidiano, quando possivel.



DESENVOLVIMENTO

e Atividade da primeira semana:

a) Habilidades relacionadas a aula:

> ldentificar a representacao dos nimeros complexos
> ldentificar nUmeros complexos com pontos num plano
» lgualdade de numeros complexos;

» Adicao e subtracao de numeros complexos;

» Poténcias de i.

b) Duracao das atividades: 4 aulas de 50 minutos cada (sendo 2
aulas ministradas na sala de informatica)

c) Pré-requisitos: - Operacdes com o conjunto dos numeros reais.

d)_ Organizacao da turma: Ora individual, ora em dupla.

e) Objetivos: Apresentar todos os assuntos dentro do tema de
maneira clara e conceitual, conciliando com o que ja foi aprendido
até o momento e, se possivel relacionar com o cotidiano..

f) Metodologia Adotada:

» Trabalhar com os textos explicativos, incluindo o Electro Man;

» Utilizac&o da sala de informética;

> Listas de exercicios, para fixacao;

» Desafio de duplas, para estimular o trabalho coletivo, a
solidariedade, o respeito pela opinido dos outros e o convivio
social.

g) Recursos educacionais utilizados: Leitura de textos como parte
da explicacdo aos alunos sobre o tema sugerido, para reflexao.
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Utilizacdo da sala de informatica para utilizacdo do aplicativo
Geogebra.

Leitura do Texto do Electro Man (fonte retirada da introducao
ao Numeros Complexos do Campo Conceitual 1 — Planejamento da
Formacao Continuada SEEDUC) para os alunos:

Raj Mohan, é um exemplo curioso para introduzir o assunto
numa aula de apresentacdo dos numeros complexos, enquanto se
responde sutilmente a pergunta que sempre surge: “mas para que
servem 0S numeros complexos?”,

Dica:. Professor, explique a aplicacdo desse texto aliado a
eletricidade, trabalhada na Fisica.

ApoOs a leitura do texto, iniciar a apresentacdo dos numeros
complexos ao seu aluno pelo seguinte problema:

Em 1545, o matematico italiano Girolamo Cardano (1501-
1576) publicou o livro “Ars Magna” (A grande arte), que tratava das
regras da Algebra. Nesta obra, um problema simples originou uma
interminavel discussdo sobre um novo tipo de numero: “Dividir o
numero 10 em duas partes, de modo que seu produto seja 40’

Peca aos seus alunos que tentem resolver o problema. Em
seguida os questione sobre a possibilidade de encontrar uma
solucéo dentro do conjunto dos nameros reais? Entéo, solicite que
eles utilizem o resultado encontrado e verifique se satisfaz o
problema.

Na sala de informatica, peca aos seus alunos que pesquisem
sobre o assunto “numeros complexos”. Oriente-os para o enfoque
em:

> Aspectos histoéricos;
> Necessidades para criacao deste conjunto numerico;
> Tipos de aplicacéo para os nUmeros complexos.




> Formas de representacao, inicialmente a forma algébrica e a
geomeétrica;
> Parte imaginaria.

Como exemplo, citarei alguns sitios:

v http://lwww.brasilescola.com/matematica/numeros-
complexos.htm

v http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/ncomplex/n
complex.htm

Comente com seus alunos que a geometria fractal, além de
produzir belas imagens, € também importante no estudo de
sistemas dinamicos, ou sistemas em movimento, que Sao
imprevisiveis sob certas condigcdes. O conhecimento de fractais é
usado em varias solucdes, como, por exemplo, na previsao do
clima, no estudo do movimento das estrelas e galaxias do sistema
solar, no estudo das bolsas de valores. Alguns dos fractais mais
importantes sdo obtidos pela repeticdo de funcdes envolvendo
numeros complexos. Isso chamara a atencédo dos alunos, pois
séo fatores ligados a fatos do cotidiano.

Procure reforcar que da mesma forma que a cada namero real
pode-se associar um unico ponto da reta real, assume-se que a
cada elemento z = a + bi do conjunto dos nimeros complexos
corresponde um unico ponto P(a,b) do plano cartesiano e vice-
versa. A parte real de z é representada no eixo das abscissas,
gue é chamado de eixo real, e a parte imaginaria, no eixo das
ordenadas, que é o eixo imaginario.



http://www.brasilescola.com/matematica/numeros-complexos.htm
http://www.brasilescola.com/matematica/numeros-complexos.htm
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/ncomplex/ncomplex.htm
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/ncomplex/ncomplex.htm

Professor, mostre aos seus alunos que existem alguns
recursos para trabalhar com 0S numeros complexos. O mais
simples € a calculadora cientifica , que existem diversos modelos e
marcas. Dentre os diversos modelos, utilizarem a Kenko 105B, mas
qualquer calculadora cientifica pode ser utilizada, basta seguir as
orientagcdes do manual.

" 1234569830

Por exemplo, para efetuar (2 + 1i) - (1 — 2i ), faca:

Sequéncias de teclas Visor Observacoes
Ativa o sistema de numeros
2ndf | = complexos. (CPLX)
Informamos o ndmero 2
2 a 1 b - 0 para a parte real e 1 para a
parte imaginaria.
1 a 2 +/- b = 1 Valor da parte real
b 3 Valor da parte imaginaria
ondf | S Dm?satiua o sistema de
numeros complexos.

O resultado da conta é 1 + 3.




Outro recurso € o0 GeoGebra. Ele reane GEOmetria, alGEBRA
e calculo. Esta disponivel em http://www.geogebra.org/ em versao
para download gratuito ou para ser executado via web (WebStart).
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No caso desta atividade, tenha instalado previamente o
GeoGebra em todos o0s computadores do laboratorio de
informatica. Como documentacéao do software, temos:

v' Manual disponivel em:
http://www.geogebra.org/help/docupt BR.pdf

v Guia rapido de comandos, disponivel em:
http://cattai.mat.br/site/files/geogebra/quia _rapido geogebra

-pdf.

O GeoGebra nédo suporta niumeros complexos diretamente,
mas pode usar pontos para simular operacdes com numeros
complexos



http://www.geogebra.org/
http://www.geogebra.org/help/docupt_BR.pdf
http://cattai.mat.br/site/files/geogebra/guia_rapido_geogebra.pdf
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Exemplo associado ao descritor H36 (efetuar calculo envolvendo
operacdes com numeros complexos na forma algébrica):

Se inserirmos 3+4i na Entrada de Comandos, obtém-se o ponto
(3, 4) na Zona Grafica. As coordenadas deste ponto sao
mostradas na Zona Algébrica como 3+4i.

s ]
r eleEs
Aquivo Ectar Exitlr Opcdes Ferramentas Janela Auda
Al 2l ? ~l -‘X a2 Mover
23 (1S A=l r\'x’,‘, e/ 74-.; o N\ ‘i. Aeraste um objeto selecionaco (Esc) *
i Ovjetos Lires X L)
JI"30d
Obdjetos Dependentes

) Envads * v g v Comando

Utilizando uma definicao mais formal:

Chama-se conjunto dos niumeros complexos, e representa-se
por C, o conjunto de pares ordenados, ou seja: z = (x,y), onde x
pertence a R e y pertence a R.

Entdo, por definicdo, se z = (x,y) = (x,0) + (y,0)(0,1) onde
I=(0,1), podemos escrever que:

Z=(xy)= xX+yi

Exemplos:
(5,3) =5+ 3i
(2,1)=2+i

(-1,3)=-1+3i...
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Dessa forma, todo o niumeros complexo z = (X,y) pode ser escrito
na forma z = x + yi, conhecido como forma algébrica, onde temos:

X = Re(z), parte real de z
y = Im(z), parte imaginaria de z

Iqgualdade entre nimeros complexos:

Dois numeros complexos s&o iguais se, e somente se,
apresentam simultaneamente iguais a parte real e a parte
imaginaria. Assim, se z; = a + bi e z, = ¢ + di, temos que:

Z21=2,<==>a=ceb=d

Adicdo de numeros complexos:

Para somarmos dois numeros complexos basta somarmos,
separadamente, as partes reais e imaginarias desses numeros.
Assim, se z =a + bi e z,=c + di, temos que:

z1+2,=(a+c)+ (b +d)

Subtracao de nimeros complexos:

Para subtrairmos dois numeros complexos basta subtrairmos,
separadamente, as partes reais e imaginarias desses numeros.
Assim, se z = a+ bi e z, = ¢ + di, temos que:

21-2,=(a-c)+ (b - d)
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Poténcias de i

Se, por definicao, temos que i = - (-1)*2, entdo:
i =

it =

i°=-1

P=ifi=-1i=-

it = i%i%=-1.-1=1

i° =% 1=1l.i= |

i° = i =i.i=i’=-1

i =% i =(-1).i=i ......

Observamos que no desenvolvimento de i" (n pertencente a N, com
n variando, os valores repetem-se de 4 em 4 unidades. Desta
forma, para calcularmos i" basta calcularmos i’ onde r € o resto da
divisédo de n por 4.

Exemplo:
i°> => 63 /4 daresto 3, logo i®=i= -i

Obs.: Exercicios para fixacao serdo aplicados apés a segunda
semana de atividade, pois na primeira semana a avaliacao foi feita
na sala de informatica, de forma mais dinamica.

¢ Atividade da segunda semana:

a) Habilidades relacionadas a aula:

» Multiplicacdo de numeros complexos;
» Conjugado de um numero complexo;
» Divisao de complexos;

» Modulo de um numero complexo.
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b) Pré-requisitos: Saber trabalhar com as operacdes algébricas.

c) Tempo de duracdo: 4 aulas de 50 minutos cada

d) Recursos educacionais utilizados: Cadernos, livro didatico e
exercicios (aplicados de diversas formas) e cartelas para jogo.

e)_ Organizacao da turma: Ora individual, ora em dupla.

f)  Objetivos: Apresentar todos os assuntos dentro do tema de
maneira clara e conceitual, conciliando com o que ja foi aprendido
até o momento e, se possivel relacionar com o cotidiano.

g) Metodologia Adotada:

> Listas de exercicios, para fixacao;

» Desafio de duplas, para estimular o trabalho coletivo, a
solidariedade, o respeito pela opinido dos outros e o convivio
social.

Multiplicacdo de numeros complexos

Para multiplicarmos dois niumeros complexos basta efetuarmos a
multiplicacéo dos dois bindbmios, observando os valores das
poténcia de i. Assim, se z;=a+bi e z,=c+di, temos que:

71.Z, = a.c + adi + bci + bdi®

71.2,= a.c + bdi* = adi + bci

Z1.Z,= (ac - bd) + (ad + bc)i
Observar que : i*= -1

Conjugado de um numero complexo
Dado z=a+bi, define-se como conjugado de z (representa-se por z)
==>z= a-hi
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Exemplo:
z=3-5i==>7 =3 +5i
z=7i==>7 =-T7i
z=3==>7 =3

Divisdo de numeros complexos

Para dividirmos dois niumeros complexos basta multiplicarmos o
numerador e o denominador pelo conjugado do denominador.
Assim, se z;=a + bi e z,= ¢ + di, temos que:

211 25 = [21.22] 1 [2227] = [ (at+bi)(c-di) ] / [ (c+di)(c-di) ]

Modulo de um numero complexo

Dado z = a+bi, chama-se médulo de z ==> | z | = (a®+b?)*2.

ATIVIDADES PARA EXERCITAR:

Exercicios Resolvidos: (associados ao descritor H36 - efetuar
calculo envolvendo operacbes com numeros complexos na forma
algébrica)

1 - Sejam os complexos z; = (2x + 1) + yi e z, = -y + 2i. Determine
xeydemodoquez; +z,=0

Temos que:

Z1tz2=(2x+1-y)+(y+2)=0

logo, € preciso que:

2x+1-y=0ey+2=0

Resolvendo, temos quey =-2 e x =-3/2
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2 - Determine x, de modo que z = (X + 2i)(1 + i) seja imaginario
puro.

Efetuando a multiplicacao, temos que:

Z=X+(X+2)i+ 2§

z=(x-2)+ (X + 2)

Para z ser imaginario puro é necessario que (x - 2)=0, logo x = 2

3-Qual éoconjugadodez=(2+1i)/(7 - 3i)?
Efetuando a divisao, temos que:

z=2+1i) /(7-3i).(7+3i)/(7+3i)=(11 + 3i) / 58
O conjugado de Z seria, entdo z° = 11/58 - 13i/58

4 - Os médulos de z; = x + 20Y% e z,= (x - 2) + 6i s&o iguais, qual o
valor de x?

Entdo, |z1] = (x* + 20)2 = |z5| = [(x - 2)* + 36}

Em decorréncia,

X°+20=x"-4x +4 + 36

20 =-4x + 40

4x = 20,logox =5

Obs.: Proponha aos alunos que facam os exercicios de fixacdo do
livro didatico, para ampliar o seu conhecimento e superar suas

dificuldades.
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Atividade Desafio: Jogo “Dominé dos Complexos”

e Disposicao dos Jogadores:
Em duplas ou em grupos, mas as jogadas sdo individuais.
e Material Necessario:

Um jogo de pecas para cada grupo (essas pecas poderdo ser
confeccionadas pelo professor, ou pelos proprios alunos, seguindo o
modelo abaixo).

z=3+21 -z=2-1

b i z=4+7

z=-10-4i | z=-4+7i g |l 2 RS

e Desenvolvimento:

Nessa adaptacao do jogo “domind” os alunos deverao juntar
as pecas, de forma que se una cada nimero ao seu oOposto ou
conjugado. Por exemplo:

Assim como no domind tradicional vence aquele que
conseguir colocar todas suas pecas em jogo.
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AVALIACAO

A avaliacdo é um instrumento fundamental para se fornecer
informacdes sobre como se esta realizando 0 processo ensino-
aprendizagem como um todo tanto para o professor e a equipe
escolar conhecerem e analisarem o0s resultados do seu trabalho
como para o aluno verificar o seu desempenho. E néo
simplesmente focalizar o aluno, seu desempenho cognitivo e 0
acumulo de conteudos para classifica-lo em “aprovado” ou

“reprovado’.

Trabalhando em dupla, com exercicios desafio (1 tempo de
aula de 50 minutos), em que a dupla que erra determinada
guestao, sai do jogo, mas no final do mesmo tem a agradavel
surpresa de ter a explicacdo da questao que a eliminou, pela dupla
gue a proplOs. Esta troca, faz com que um aluno ajude ao outro a
tirar as suas duvidas, mas sempre com a observacéo do professor.
Este tipo de avaliacdo é muito importante, pois atinge objetivos
surpreendentes. Foi trabalhado também o Jogo "Domind dos
Complexos™, dentro das aulas, para minha observacéo. As aulas na
sala de informatica também sdo bem proveitosas, pois 0s alunos
participam muito das atividades. Depois disso feito, pode-se incluir
um trabalho-teste individual e com consulta (1 tempo de aula de 50
minutos), para aprofundamento do contelddo com questdes do

Saerjinho, para verificar todo o contetdo desse assunto.
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Consideracoes Finais

O plano de tarefa foi preparado da melhor forma possivel
atendendo a algumas dificuldades das turmas de 3° ano. Porém a
maioria traz problemas de interpretacdo e calculos das séries
anteriores, dificultando um pouco o trabalho, fazendo com que haja
a necessidade de que se faca uma revisao de certos conteudos,

para atingirmos nossos objetivos.

As turmas gostam muito de exercicios desafios com jogos ou
nao. Entdo consegui chegar a um resultado de regular a bom,
guando foram propostos esses tipos de atividades. As aulas na
sala de informatica também s&o muito boas. Seria bom trabalhar
mais com isso, pois consigo prender a atencao deles, porém nem

sempre é possivel.
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