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Professor, nesta dindmica, vocé ird desenvolver as seguintes etapas com seus alunos.

APRESENTACAO

Professor, na primeira etapa, fazemos uma breve revisdo de setores circulares,
focando na proporcionalidade direta entre a medida do angulo central do setor e 360°
e entre a drea do setor e a area do circulo. No restante da dindmica, trabalhamos com o
calculo de volume de esferas. Na segunda etapa, aproveitamos uma deliciosa receita de
brigadeiro para abordar o volume de uma esfera e, na terceira etapa, os alunos devem
observar como altera¢des no raio modificam o volume da esfera.

Como sempre, vocé tera possibilidade de fazer algumas escolhas entre usar
mais ou menos tempo nas atividades aqui propostas ou enfatizar algum ponto que
considere mais crucial para os seus alunos.

Bom trabalho!



COMPARTILHAR IDEIAS )

Objetivo
Relacionar a drea de um setor circular com a area de um circulo.
Descri¢do da Atividade

Professor, pretendemos, nesta etapa, que os alunos compreendam que a area
de um setor circular é proporcional a drea do circulo. Veja a proposta.

Seu professor entregou a seu grupo partes de circulos, que se assemelham a
pedacos de pizza, chamadas de setores circulares.

Separe os setores em quatro grupos, de tal maneira que setores de mesmo
tamanho figuem no mesmo grupo.

Com os setores de cada grupo, vocé e seus colegas devem montar os circu-
los. Nos circulos indicados a seguir, represente como cada grupo de setores
compde o circulo.
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2. Escreva sobre a representagao de cada setor, a fragdo do circulo a que ele

corresponde.
Resposta
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Na tabela a seguir, indique a medida do angulo central de cada setor circular.

Divisdo do circulo Angulo central

2 partes iguais

360°

3 partes iguais 3 =120°

4 partes iguais

5 partes iguais

Divisdo do circulo Angulo central

360°

2 partes iguais =180°
360°

3 partes iguais =120°
360°

4 partes iguais =90°
360°

5 partes iguais =72°

5



5. Lembrando que a area do circulo é dada por zr?, indique, na tabela a se-
guir, a area de cada setor circular.

Divisdo do circulo Area do setor

2 partes iguais

L zr
3 partes iguais T
4 partes iguais
5 partes iguais
Resposta
Divisdo do circulo Area do setor
o r?
2 partes iguais T
. r?
3 partes iguais T
o r?
4 partes iguais T
. r?
5 partes iguais T

. Considere um setor cuja medida do angulo central é 300° e do raio é 1 cm.
Discuta com seus colegas e encontre a drea desse setor.

Explique como vocés pensaram.




A drea do circulo cuja medida do raio é 1 cm é rcm?.

S5rx
O setor corresponde a % = > do circulo. Logo a drea do setor mede ?cm

Recursos necessarios

Encarte do aluno.

Setores circulares disponiveis no anexo, um para cada grupo.

Professor, a turma deve ser organizada em grupos de 3 ou 4 alunos.

Cada grupo deve receber os 4 conjuntos de setores circulares recorta-
dos previamente.

Professor, na questdo 2, oriente os alunos a usarem setores do mesmo
tamanho para formar os circulos. Acreditamos que essa acdo de unir os
setores jd os auxiliard a escrever a fracdo correspondente na questdo 3.

Nas questdes 4 e 5, é importante que os alunos percebam que, para en-
contrar as medidas, tanto dngulo central, quanto a da drea do setor, de-
vem encontrar uma mesma fra¢do que corresponde as medidas do én-
gulo central e da drea do circulo, respectivamente. Com isso, eles podem
compreender que existe uma proporcionalidade entre essas medidas.

Na questdo 6, os alunos devem usar a ideia de proporcionalidade en-
tre as medidas dos dngulos e da drea. Caso eles ndo percebam que a
medida da drea corresponde a g da drea do circulo, vocé pode pedir
que unam dois setores cujas medidas dos édngulos sdo 180° e 120°,
Oriente-os a perceber que, juntos, esses setores formam um dngulo
central cuja medida é 300° e, consequentemente, a medida da drea

1 1 _E da do circulo.
2 3 6

desse setor corresponde a =~



Professor

Um NOvOo OLHAR 'I\

Objetivo
Utilizar a formula da medida do volume de uma esfera.
Descricdo da atividade:

Professor, nesta atividade, trabalharemos com o calculo de volume de esferas.
Partimos de uma receita de brigadeiro para que os alunos calculem o volume de cada
brigadeiro feito a partir da receita, considerando-os esferas. Acompanhe a proposta.

Brigadeiro... que delicia!

Acompanhe os dados descritos na receita a seguir e, em seguida, responda as
perguntas.

Brigadeiro

Ingredientes:

1 colher (sopa) de manteiga;

1 lata de leite condensado;

1 xicara (chd) de chocolate granulado;

4 colheres (sopa) de chocolate em pé.

Modo de Preparo:

Numa panela, junte o leite condensado, a manteiga e o chocolate em pé. Mis-
ture bem até incorporar tudo. Leve ao fogo brando, mexendo sempre. Utilize panela de
fundo grosso. Quando a massa comecar a se desprender do fundo da panela (o tempo

varia de acordo com a panela), passe a massa para um prato untado com manteiga e
deixe esfriar.

Unte as maos com manteiga e enrole os brigadeiros, passando-os no granula-
do. Coloque em forminhas de papel.
Rendimento:

30 brigadeiros com cerca de 20 mm de diametro.



E ai? O que isso tem a ver com Matematica?

Os deliciosos brigadeiros que estamos acostumados a encontrar nas festas
de aniversario, possuem formato que se aproxima de um sélido geométrico.

Que sélido é esse?

Uma esfera.

No Para Saber +, apresentamos como é possivel determinar a formula para
a medida do volume de uma esfera. Nao deixe de ler!

Por enquanto, vocé precisa saber que a medida do volume de uma esfera
¢é dada por

onde r é a medida de seu raio.

A partir das informacdes descritas na receita, podemos determinar o volu-
me de cada um dos brigadeiros.

Qual é esse volume?

Dica: Considere 3 como aproximacao para .

Considerando & =3, o volume aproximado de uma esfera de raio 10 mm é

4zr® _4-3-10°
;=

V= =4-1000 =4.000mm?

Alterando o diametro do brigadeiro para 40mm, qual é o volume de cada
um dos brigadeiros?

Dica: Continue considerando 3 como aproximacdo para 7.



Professor

Nesse caso, cada brigadeiro possui a forma de uma esfera de 20mm de raio,
cujo volume aproximado é

Azr® _4-3-20°
;S

V= =32.000mm?

E se o brigadeiro tivesse 10mm de diametro? Qual seria o seu volume?

Nesse caso, cada brigadeiro possui a forma de uma esfera de 5mm de raio,
cujo volume aproximado é

4zr® 4.3.53
v=2 ;—3 > =500mm?
3 3

Recursos necessarios

Encarte do aluno.

Mantenha a turma organizada como na etapa anterior.

Professor, apesar de os brigadeiros ndo serem esferas perfeitas, po-
demos considerd-los como tal para fazermos cdlculos relacionados ao
seu volume. Se for conveniente, vocé pode explicar aos alunos que
os sdlidos geométricos, em particular a esfera, sdo modelos mate-
madticos ideais e que ndo tém representantes fisicos, mas que alguns
objetos se aproximam do formato, como o brigadeiro e, por isso, aca-
bamos considerando-os como tal.

A atividade foi elaborada para que os alunos utilizem a formula que
expressa a medida do volume de uma esfera. A proposta prevé a va-



riagdo do raio e apesar de ser interessante observar como os volu-
mes se relacionam quando os raios se alteram, deixamos isso para
ser feito na outra etapa. Esse momento estd reservado para os alunos
trabalharem com a formula. Certifique-se de que os alunos percebam
que o didmetro é o dobro do raio quando forem usar a formula.

[ ]
Indicamos a utilizagéo de 3 como aproximagdo para x, para facilitar .\g
os cdlculos e, por isso, acreditamos que os alunos ndo terdo dificulda-

de nos cdlculos. Contudo, é importante que vocé se certifique de que

os alunos estdo fazendo o cdlculo do valor numérico corretamente.

FiQuE POR DENTRO! :

Objetivo

Relacionar a variacdo da medida dos raios com a variacdo da medida dos vo-
lumes de esferas.

Descri¢cdao da atividade

Nesta etapa, os grupos devem observar como a variagdo no raio da esfera in-
fluencia o seu volume. Veja a proposta a seguir.

Nesta etapa, vamos buscar entender como a varia¢do do raio influencia o vo-
lume de uma esfera. Continue considerando 7 =3 .

Complete a tabela abaixo.

Raio R (em cm) Volume (em cm?)

4

1 V1=§'3'13=

2 \/2=£~3'23=
3

3

4
4

6 V6:§-3-63=864



Resposta

Raio R (em cm) Volume (em cm3)
4
1 V,=—-3.13=4
3
2 VZ=i 3.-23=32
3
4
3 V,=—-3-33=108
3
4
4 V,=—-3-43=256
3
4
6 V,=—-3-6=864
3
4
8 \/8=§ 3.83=2048

2. Vocé e seus colegas devem selecionar dois pares de raios de tal maneira
gue um seja o dobro do outro.

Em seguida, devem observar a relagao entre os seus volumes, indicando
quantas vezes um é maior do que o outro.

Resposta

Pares possiveis: 1e2;2e4;3e6;4e8.

A relagdo entre os volumes é de 8 vezes.

2. Agora, vocé deve selecionar dois pares de raios, de tal maneira que um seja
o triplo do outro.

E agora? Qual é a relagdo entre os volumes?



Os paressGole3;2e6.

Em ambos os casos, a relagdo entre os volumes é de 27 vezes.

E se um raio for o quadruplo do outro? Qual é a relacdo entre os volumes?

Se necessario, selecione um par de raios tal que um seja o quadruplo do
outro e verifique o que acontece com os volumes.

A relacdo entre os volumes deve ser de 64 vezes.

E se um raio for 10 vezes o outro? Como os volumes se relacionam?

O volume de uma das esferas é 1.000 vezes o outro.

Recursos necessarios

Encarte do aluno.

Professor, mantenha a turma organizada como anteriormente.



Professor

Como exemplo, deixamos o cdlculo de dois volumes indicados e um feito
até o fim. Esteja atento se os alunos apresentam dificuldade no cdlculo
numeérico ainda. Se esse for o caso, explore os trés exemplos apresenta-
dos com os alunos. Nesse momento, vocé também pode sanar algumas
duvidas dos alunos em relagdo ao cdlculo com fragées e poténcias.

Nos itens 2 e 3, orientamos os alunos a perceberem que, ao multiplicar
a medida do raio por um numero real positivo, a medida do volume
fica multiplicada pela medida do volume ao cubo. Repare que deixamos
os alunos livres no item 2 para a escolha dos pares; vocé pode e deve
explorar essa diversidade no momento da discussdo coletiva: aproveite
para mostrar que em todos os casos um volume é oito vezes o outro.

No item 4, caminhamos para a generaliza¢Go, mas, nesse momento, o
aluno ainda tem a tabela para se apoiar, caso ainda néo tenha perce-
bido a “relagdo cubica” existente. Jd no item 5, o aluno ndo tem mais
como recorrer a tabela, entdo, caso algum aluno ndo consiga perce-
ber, volte aos outros exemplos e peca que ele verifique como como a
relagdo entre as medidas dos volumes pode ser escrita em fungdo da
relacdo entre as medidas dos raios. Se necessdrio, escreva na lousa
essas relagbes evidenciando a “relagdo cubica”.

Quiz ¥

Derretendo uma pega macica de ouro de forma esférica, de 9 cm de raio,
guantas pecas da mesma forma se pode confeccionar com este ouro, se o raio das no-
vas pecas é um terco do raio da anterior? Admita que ndo houve perda de ouro durante
todo o processo.

3
9
18
21
27



AnALISE pASs Resrostas Ao Quiz

O volume da peg¢a maciga de ouro de forma esférica de raio 9 cm é igual a

azr® 4z-9?
a2 9727 e
3

9
A nova peca macica de ouro de forma esférica deve ter raio igual a r = § =3,

3 .23
Assim, o volume da nova pega serd \/ = Aznr =ﬂ =367cm3.

nova pe¢a 3
. 972
Sendo assim, fazendo —— chegamos a 27 novas pegas.
Logo, teremos 27 pegas novas com raio igual a ter¢a parte do raio da peca macica.

A alternativa correta é (e).

Erros possiveis:

Ao optar pela alternativa (a) o aluno pode ter apenas associado a terca parte do
raio como sendo a terga parte do volume e achado que conseguiria fazer trés novas pegas.

Na alternativa (b), o aluno pode ter confundido a formula do volume com a da
superficie esférica, fazendo com que o novo raio fosse elevado ao quadrado proporcio-
nando nove esferas novas.

Nas alternativas (c) e (d) ndo foram encontrados distratores, os alunos que as
escolheram provavelmente ndo se apropriaram do conceito trabalhado, marcando-as
de forma aleatoria.

PARA SABER +

Arquimedes foi um importante matematico que viveu no século lll a.C. e que
demonstrou a férmula do volume da esfera.

Ele é muito conhecido por ter resolvido o problema de Hierdo, rei de Siracusa,
que encomendou uma coroa de ouro puro, mas suspeitou que o ourives tinha usado
um metal menos nobre no interior da coroa. Arquimedes resolveu o problema deter-
minando o volume da coroa, submergindo-a num recipiente completamente cheio de



agua, medindo o volume de liquido derramado e comparando o resultado com o volu-
me de uma barra de ouro do mesmo peso da coroa. O ourives foi condenado a morte,
pois os resultados ndao foram iguais. Conta-se que Arquimedes imaginou este procedi-
mento quando, ao entrar numa banheira completamente cheia de agua para se lavar,
parte dela transbordou. No entusiasmo da descoberta, Arquimedes saiu pelas ruas,
gritando: Eureka! Eureka! (“Achei! Achei!”)

Para encontrar o volume da esfera, Arquimedes usou um método conhecido
como método do equilibrio. Ele considerou uma esfera de raio r apoiada num plano a e
um solido formado por um cilindro de raio r e altura 2r, do qual retiramos dois cones com
raio r e centro no ponto médio da altura do cilindro, como indicado na figura a seguir.

N 4

ydediaigio ]

Observou, entdo, a drea delimitada, em cada um dos sélidos, por uma secg¢ado
paralela ao plano o.

No esquema a seguir, é possivel observar essas areas.

Professor

Na secgao plana da esfera, a figura formada é um circulo de raio x, cuja area
é expressa por A= x’. Observando o triangulo retangulo formado no interior da

circulo
esfera, é possivel escrever a area em fungdo do raio da esfera e distancia entre o centro
da esfera e o plano.



Como x?>=r?—h?, podemos escrever que A . = 7x(r>—h?).

circulo

Para o sélido da esquerda, a seccdo esta indicada na figura a seguir.

Repare que como a altura de cada cone é igual ao raio da base, o angulo en-
tre o eixo e a geratriz do cone é de 45°. E é isso que justifica o fato de o raio do circulo
menor ser exatamente a distancia entre o plano que passa pelo centro da esfera e a
seccdo plana.

A drea dessa secc¢do é a area de uma coroa circular, ou seja, a diferenca entre
as areas de um circulo de raio e um circulo de raio h. Assim, A_ =z (r>—h?).

coroa

Para concluir, Arquimedes usou um raciocinio que originou o calculo integral.
Contudo, podemos concluir a determinacdao da medida do volume da esfera, lancando
mao do Principio de Cavalieri, século XVII.

Como as areas das sec¢des obtidas sdo congruentes e os dois sélidos tém a
mesma altura, pelo Principio de Cavalieri, os dois sélidos tém o mesmo volume. Com
isso, podemos obter o volume da esfera através do calculo do volume do outro sdlido.
Esse volume é igual ao volume do cilindro menos duas vezes o volume do cone:

2 3

: 2
v GAARLAY Y i ’;r —A7r3

esfera

=7xr*-(2r)-2-

3
}g
2



ETarPAa FLEX
AGoRra, E com voci!

1. Calcule a medida da area de um setor circular de 30° e raio 2cm.

Resposta

Razdo de proporcionalidade 30 = l
360 2

1 . .22:4_”:£C’n2'

Asetor =—_7
12 12 3

2. Resolva as questdes a seguir.

2. Determine o volume de uma esfera que possui raio de 30cm?

Resposta

Vv

esfera

4
= g -71-30%2=36.000rcm?

. Qual é o raio de uma esfera que possui volume igual a 9721t cm3?

Resposta

4ﬂ'r3 3 3 3 3
=972r=4nr*=291671=r>=729=r>=9>=r=9cm

. Se Rosi possui 200cm?® de massinha de modelar e deseja fazer 4 esferas
iguais, qual deve ser, aproximadamente, a medida do raio de cada esfera?

(Use t = 3).
Resposta
200 arr3
V,era =——=50cm*. Por outro lado, V,, —=——.
3 esjera 3
. Axr® s s
Assim, —50=4r3=50=r3=12,5=>r=2,32cm-
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