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Professor

H51 — Resolver problemas com numeros racionais, envolvendo as

HABILIDADE PRINCIPAL ~ . . ~ ARt Lo
operagoes (adigdo, subtracdo, multiplicagdo, divisdo).

H60 — Resolver problemas de contagem, utilizando o principio
HABILIDADES ASSOCIADAS multiplicativo ou nogdes de permutagdo simples, arranjos simples
e/ou combinagdes simples.

Utilizar o principio multiplicativo e o principio aditivo da contagem

CURRIiCULO MiNIMO ~
na resolucdo de problemas.

Professor, nesta dindamica, vocé ird desenvolver as seguintes etapas com seus
alunos.
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Professor

ETAPAS ATIVIDADE TEMPO ORGANIZACZ\O REGISTRO
Compartilhar Juntando . .
1 omp . d 20 a 25 min Em grupos de 3 Individual
Ideias partes.
Um novo . . . Nos mesmos .
2 Sistematizando 152320 min Individual
olhar... grupos
Fique por uantas . Nos mesmos -
3 e a 20 a 30 min Individual
dentro! escolhas? grupos
q Quiz Quiz 10 min Individual Individual
Andlise das Analise das
5 respostas ao respostas ao 15 min Coletiva Individual
Quiz Quiz
Esta é uma se¢do de aprofundamento, para depois da dindmica.
Para Saber + 0 aluno pode realizar, quando desejar, mas o professor precisa ler
antes da aula.
FLEX
Agora, é com Para o aluno resolver em casa ou noutra ocasido e consultar o pro-
vocé! fessor se tiver duvidas.

Caro professor, esta dinamica foi elaborada com o intuito de despertar a
curiosidade dos alunos para problemas de contagem. Estes poderdao, ou nao, fazer
parte do cotidiano do aluno, mas certamente sdo questdes que, muitas vezes, desafiam
a intuicdo. O problema que sera proposto tratard da contagem de permutagdes, mas
ainda sem formalismo. A ideia é preparar o estudante para o caso geral em que o
formalismo seja importante. Na direcdo da revisdao e preparando o estudante para
as aplicacoes dos problemas de contagem ao calculo de probabilidades, as primeiras
etapas referem-se a adicdo e subtracdo de fracbes, em primeiro lugar, a partir de
ilustracGes geométricas e, depois, no contexto numérico.

Como sempre, vocé conta com margem de tempo para distribuir as diversas
atividades de acordo com as necessidades da sua turma.

CompPaARTILHANDO IDEIAS .

Objetivo

Somar fragdes a partir de desenhos.



Descri¢cdao da atividade

Cada aluno vai receber um cartdo com uma fragdo e a marca do celular que ele
pretende comprar. A fracdo representa a quantia que ele tem do preco total do apare-
Iho desejado. Como a quantia ndo é suficiente, ele vai se reunir a alguns colegas para
comprar um “aparelho comunitario” daquela marca. Formardo um grupo os alunos que
pretendem comprar o celular da mesma marca. A tarefa do grupo serd descobrir se,
juntos, eles poderdao comprar um aparelho.

Os cartOes a serem distribuidos entre os alunos sdo os seguintes e estao dis-

poniveis para recorte em anexo.

Celular: SAMSUNG

Fragdo do preco:

a=—

Celular: MOTOROLA

Fragdo do preco:

a=—

Celular: NOKIA
Fragdo do preco:

1
a=—

Celular: LG

Fracdo do preco:

1
a=—
4
Celular: SONY

Fracdo do preco:

1

a-=

Celular: RIM

Fracdo do preco:

Celular: SAMSUNG

Fragdo do preco:

Celular: MOTOROLA

Fragdo do preco:

1
b=—
10
Celular: NOKIA

Fragdo do preco:

1
b==
5

Celular: LG

Fracdo do preco:

Celular: SONY

Fracdo do preco:
1

b=—

4
Celular: RIM

Fracdo do preco:

1
b==
2

Celular: SAMSUNG

Fragdo do preco:

c=—

Celular: MOTOROLA

Fragdo do preco:

c= —

10

Celular: NOKIA
Fragdo do preco:

2

Cc=

Celular: LG

Fracdo do preco:

3
c=—
8

Celular: SONY
Fracdo do preco:
C=

1
4

Celular: RIM

Fracdo do preco:
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Celular: APPLE
(lé-se: épal)
Fragdo do prego:

1

a=

Celular: ERICSSON

Fragdo do preco:

Celular: APPLE
(le-se: épal)

Fra¢do do prego:

Celular: ERICSSON

Fragdo do prego:

Celular: APPLE
(lé-se: épal)

Fragdo do preco:

2
c=—
5

Celular: ERICSSON

Fragdo do prego:

Celular: APPLE
(le-se: épal)

Fragdo do preco:

1
d= =
2

Celular: ERICSSON

Fragdo do prego:

a=— b: CcC=

1
— d=—
3 6

2

Vocé estd recebendo um cartdo com a marca do celular que vocé pretende
comprar e a fracdo do preco total desse aparelho que vocé tem para essa compra.
Vocé vai se reunir com os outros 2 ou 3 colegas que pretendem comprar um celular da
mesma marca que vocé e verificar se, juntos, podem comprar 1 aparelho comunitario
dessa marca.

Para fazer esses cdlculos, vocés podem ir pela seguinte trilha:

12 passo: Considere o retangulo a seguir como representante do preco total do
seu aparelho e faga as divisdes necessarias, a fim de destacar qual a fragcdo desse preco
gue vocé recebeu:

Espera-se que cada estudante faca as divisGes necessdrias, a fim de destacar a
sua parte. Seguem alguns exemplos de respostas possiveis:

W~

Samsung

DR

N =




Motorola

v N

N =

Wk

Ericsson

D |

|

Nestes exemplos, as partes jd estdo tomadas numa posi¢do favordvel ao cdl-
culo da soma. Certamente, os alunos ndo fardo assim. Cada um deles vai considerar as
primeiras partes em cada representagdo. No passo seguinte, eles seréo orientados a
tomar as partes juntas.

22 passo: Agora, no retangulo a seguir, junte todas as partes que seu grupo
recebeu. Cuidado: vocés podem completar o retangulo todo, pode ficar faltando uma
parte ou podem mesmo conseguir um pouco a mais, tendo de usar mais um retangulo
onde serd indicada a parte que sobra.

3
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Como hd casos em que o total é maior do que a unidade, cada linha da coluna

abaixo estd representando 2 unidades.

1 Unidade 1 Unidade Celular

b c Samsung

Motorola

a b c Nokia

LG

a b c Sony

b c Rim

b c d i Apple

b c d Ericsson

32 passo: Escreva o total da quantia que seu grupo recebeu numa fragdo so.

Esse total pode ser escrito de vdrias formas, dependendo das subdivisées que

0s grupos fizerem para reunir as diferentes fracbes. Um resultado possivel serd este
indicado na tabela seguinte.

Marca do celular Fragdo do preco que o grupo tem

Samsun l+l+l_§_7
J 3 6 2 6
4
Motorola 2,1,3_8_2
5 710 10 10 5
7 1 2 11 710 17 7
Nokia RS AR [
2 5 5 10 710 1710 70
7 17 3 6 3
L —_—t—t—=—=—
¢ 4 8 8 & 4
S rur,r 4
o 2 4 4 4
Ri r,r,3_10_
m 5 2 710 10



A I l+i+£+l—2—é— +l—7l
ppie 57075 2 10 5 5
E' l+l+l+l—£—é+l—7i
ricsson 6 3 2 6 6 6 6 6

42 passo: Vocé sabe qual foi a operagdo executada no 22 passo?

A operacgdo foi a adigcdo das fracdes.

52 passo: O que vocés fizeram com as subdivisdes que eram diferentes para
escrever esse total numa soé fragao?

Em todos os casos foi preciso fazer alguma subdiviséo das partes de um aluno
para somar com as partes de outro colega.

62 passo: A parte que vocés receberam da exatamente para comprar um apa-
relho, sobrou uma parte ou faltou uma parte?

Os grupos que pretendem comprar um aparelho Samsung, Sony ou Rim rece-
beram a quantia exata, os que pretendem comprar Motorola ou LG receberam menos
do que o necessdrio e os que pretendem comprar Nokia, Apple ou Ericsson receberam
quantia maior do que o pre¢o do aparelho.
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72 passo: Qual a operagdo que vocé faz e com que numeros, para saber quanto
sobrou ou quanto faltou?

A operagdo é de subtracdo: aqueles que receberam a menos véo calcular 1
(pois a unidade de cada um é o preco do aparelho) menos a quantia que receberam e
0s que receberam a mais, vdo calcular a fracGo que receberam menos 1.

Marca do celular Fragdo do pregco que o Troco ou parte que falta em fragdo do

grupo tem. prego.
6
Samsung P =1 0
, 8_4 14541
Motorola 0 5 5—7—5
11 _1_77-70_ 1
10 70 10
>
o , 11 1
V)] Nokia 10 15 Para os que escreveram na forma de
1
té numero misto, 1 10 fica mais fdcil per-
S ceber que o que estd sobrando é %
6 3 3 4-3 1
LG —_ = — 1 -_— =
8 4 4 4 4
4
Son — =1 0
y 4
. E - 1 0
Rim 10
6 1= 6-5 1
5 5 3
6 1
Apple 5 15 Para os que escreveram na forma de

. . 1 s
numero misto, 1 Y fica mais fdcil per-

. , 1
ceber que o que estd sobrando é r



7-6

- ]=—=

o | N

1
6

Ericsson Para os que escreveram na forma de

[ W IRN
I
~

A

numero misto, 1 l fica mais facil per-
6

. , 1
ceber que o que estd sobrando é s

Matematica

82 passo: Vocés vao receber do seu professor as respostas a estas questoes.
Confiram o que vocés fizeram g, se ainda ficar alguma duvida, conversem sobre ela com
0 seu mestre.

Professor, este passo pode ser substituido por uma discussdo coletiva final,
mas os cartdes com as respostas podem ser entregues aos grupos, mesmo assim. De-
vem ser feitas as observacoes sobre a adaptacdo que tenha sido necessaria em vista do
nimero de alunos em sala.

Recursos necessarios:
Encarte do aluno
CartGes de questdes e de respostas, para recorte, em anexo

Régua para os alunos (ndo muito importante, pois o trabalho pode ser
feito aproximadamente.)

Professor, é importante, como sempre, que os cartdes sejam recorta-
dos com antecedéncia.

A distribui¢do dos cartbes vai depender do numero de alunos. Néo
serd preciso distribuir todos os cartdes. E importante, porém, que ndo
haja estudante trabalhando sozinho. Na cdpia dos cartdes, cada linha
forma um grupo, mas tendo em vista o uso dos cartdes, nGo serd ne-
cessdrio distribuir todos os cartées da mesma linha. O unico problema
quando sobrar cartdo de alguma linha é que as respostas daquele
grupo serdo diferentes das que constam do seu Encarte. Uma possi-
bilidade serd a de entregar alguns cartées a mais a algum ou alguns
grupos, a fim de entregar todos os cartdes das linhas utilizadas. Se
ndo forem distribuidos todos os cartées serd conveniente fazer uma
escolha adequada de forma a surgirem grupos distintos com a quan-
tia igual ao prego total, menor do que o pre¢o e maior do que o prego.



Professor

56 assim, serdo tratados todos os aspectos das operagdes de adicéo e
subtragdo que a atividade pretende focalizar.

Se o tempo ndo for suficiente para uma discuss@o geral, serd interes-
sante entregar a cada grupo a solugdo final do seu problema. Esses
cartées estdo também em anexo, disponiveis para recorte. Serd pre-
ciso fazer as devidas adaptagées e avisar aos estudantes se algum
grupo ndo receber todos os cartdes da sua marca, pois as respostas
se referem a questdo como foi proposta no original.

Professor, néo se espera que, nesta etapa, os alunos resolvam o pro-
blema numericamente. Basta que eles fagam as divisbes e consigam
somd-las. Nessa ocasidio, eles teréio necessidade de considerar partes
de mesmo tamanho ao juntd-las. E o alerta para a necessidade de
redu¢do ao mesmo denominador.

Espera-se que cada grupo faca as divisGes necessdrias para conse-
guir juntar a parte de cada um. Eles podem escrever as operagoes e a
fracdo resultante a partir da contagem dessas partes, sem que ainda
seja introduzido o formalismo da adi¢cdo e subtragdo de fraces. Al-
guns alunos, porém, podem recorrer ao procedimento jd conhecido,
pois sabem somar fracdes. Nesse caso, ndo vamos fazé-los retornar
ao desenho como se eles ainda ndo soubessem fazer o cdlculo auto-
maticamente. Se o aluno ja estd na frente, ndo vamos pedir que ele

regrida. Nossa intengdo é que ele vd adiante, o quanto mais rapida-
mente, melhor!

E possivel que os alunos encontrem dificuldades em resolver os casos em
que cheguem a uma fragdo impropria e demandem mais a sua ajuda.



UM NOVO OLHAR... 'l\

Objetivo
Formalizar o procedimento de adicdo e subtracdo de fracGes.
Descri¢do da atividade

Nos mesmos grupos ja formados, os estudantes vdo agora, fazer a adicdo e
subtracao de fragdes por reducdo ao mesmo denominador. A fim de ganhar tempo, na
tentativa de recuperar o que o aluno ja devia ter desenvolvido em séries anteriores,
vamos usar o produto como denominador comum e deixar o uso do minimo multiplo
comum somente para aqueles que ja sabem calcula-lo.

Caro estudante:

Vocé viu na atividade anterior que, para calcular a quantia de todo o grupo, foi
preciso fazer subdivisdes, a fim de que todas as parcelas se referissem a um “pedaco”
do inteiro de mesmo tamanho. Quem define o tamanho do “pedac¢o” é o numero de
partes “iguais” em que o inteiro é dividido, é o denominador (aquele que fica abaixo
do traco da fracdo). Para somar duas fracdes, é preciso, portanto, que elas tenham o
mesmo denominador. E se ndo tiverem? E sempre possivel reduzir 2 fragdes ao mesmo
denominador, por exemplo, tomando como novo denominador o produto dos 2 deno-
minadores. Vocé ja conhece esse procedimento, vamos treinar um pouquinho:

Reduza ao mesmo denominador as seguintes duplas de fracdes, identificando
o numero pelo qual vocé multiplicou os 2 termos de cada fra¢do (observe que sdo mui-
tas as possibilidades de fazer isso, escolha umal):

o . Os termos da 12 Os termos da 22
Fragdes equivalentes com

Fragoes o0 mesmo denominador fi ra.g: a.o foram f ra.c a? foram
multiplicados por = multiplicados por

2 e 1 19 e L 5 3

3 5 15 15

N |
o)
U w
|
|
"
N
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5 4 25 24

— e — — e — 5 6
6 5 30 30

282 Ee 6 7 3
3 7 21 21

2 3 20 15 4 3

—e — —e—ou—e— 10ou?2 S5oul
5 10 50 50 10 10

A reducdo ao mesmo denominador joga para os numeradores a responsabili-
dade pela comparacado de fragdes (qual é a maior, ou a menor, ou sdo iguais?), bastando
apenas comparar os numeradores. O mesmo ocorrera para adicionar ou subtrair fra-
¢Oes com o mesmo denominador.

Agora, calcule a soma das duas fracées e a diferenca entre a maior e a menor:

Adigdo Cdlculo da soma Cdlculo da diferenca

Professor

12 . 10
— é maior do que —
15

1
2 4 10412 22 >
15 15
300 4 2 712-10 _ 2
5 3 15 15
6 |, . 5
Bemalordoqueﬁ
1+3 5+6 _ 11
2 5 70 10
20 3.1_6-5_1
5 2 70 10
— é maior do que —
§+i 25+24 _ 49
6 5 30 30




2.2 14+6 20
3 7 271 21
20+15 _35 _ 7
50 50 10
2.3
5 10 ou
4+3 _ 7
70 10

Recursos necessarios:

Encarte do aluno

14 .
— é maior do que —
21 21

2 _14-6 _ 8

21 21

3
\
20 , . 15
— é maior do que —
50 50
-
10

2
3

NN

ou
— 3
— é maior do que —
10
3 4-3 1

Professor, € bom que os alunos mantenham-se nos mesmos grupos,
pois ja discutiram entre si as subdivisées necessdrias a redug¢éo ao
mesmo numero de partes na etapa anterior.

Conforme o tempo disponivel e o preparo dos alunos nessa fase, serd
preciso fazer a corre¢dio coletiva ou os proprios alunos vdo se corrigin-

do nos grupos.



Professor

Professor, esta dindmica ndo se dedicou ao cdlculo do minimo multi-
plo comum (M.M.C. ou mmc), preferindo usar o produto dos denomi-
nadores e deixar a simplificacdo para o final. E preciso, porém, deixar
que os alunos que jd conhecem o mmc que o utilizem. Em geral, o
aluno sabe calcular o mmc, mas néo sabe o que fazer com ele. Talvez
o uso do produto, em que o aluno deve multiplicar os termos de uma
fracdo pelo denominador da outra, seja de compreenséo mais ime-
diata e, portanto, de memorizacdo mais simples.

O problema de usar o produto, além de eventualmente ter de lidar com
numeros maiores, esbarra no caso em que haja mais fragbes a somar.
Nesse caso, ao invés de gastar tempo, voltando ao cdiculo do mmc e
o que fazer com ele, talvez seja preferivel, somar as fragées de 2 em
2, usando o produto dos denominadores em cada etapa. Por exemplo:

2.2 2 _14+6 2 _20 2 _100+42 _ 142
3 7 5 21 5 21 5 105 105
" 2
*
FiouE POR DENTRO! .
*
Objetivo

Resolver um problema de permutac¢des simples, utilizando o Principio Multi-
plicativo.

Descricao da atividade

Os grupos, agora, vao trabalhar num problema de permutac¢des simples, mas
sem essa nomenclatura. Trata-se do seguinte.

Mudando de assunto...

Um representante farmacéutico tem de visitar 6 cidades. A sorte dele é que
existe uma estrada que liga quaisquer duas dessas cidades, sem passar pelas outras. Ao
planejar sua viagem, ele quer saber de quantas maneiras ele pode fazer esse trajeto,
passando uma Unica vez por cada uma das cidades A, B,C,D,EeF.



Vocé e seus colegas de grupo vao ajuda-lo nesse cdlculo. Em principio, a via-
gem dele pode comecar e terminar em qualquer uma dessas cidades, mas sempre pas-
sando uma s6 vez em cada uma.

Se os alunos ja conhecem a linguagem de Andlise Combinatdria e suas formu-
las, vdo perceber que cada um dos trajetos é uma permutagdo dos 6 elementos: A, B, C,
D, E, Fesdoemnumerode 6! =6x5x4x3x2x1=720.

Se, por outro lado, ele ainda néGo conhece esse formalismo, pode ir raciocinan-
do da seguinte forma:

Ha 6 possibilidades para o inicio da viagem. Tendo visitado essa primeira ci-
dade, hd ainda 5 escolhas para 29 cidade. Tendo visitado as 2 primeiras cidades, ha 4
escolhas para 39 cidade, e, prosseguindo, ao visitar as 3 primeiras cidades, sobram 3
escolhas para a 49 cidade, depois dela hd ainda 2 escolhas para a 59 cidade e sobra
uma unica escolha possivel para a 62 cidade. Sdo trajetos possiveis, por exemplo: A, B,
C D E FouB, C A, DE,F etc.

Foram, portanto, 6, 5, 4, 3, 2, 1 possibilidades em sequéncia de escolhas. Es-
guematicamente:

19 cidade 29 cidade 39 cidade 49 cidade 59 cidade 69 cidade

6 5 4 3 2 1
possibilidades | possibilidades = possibilidades = possibilidades | possibilidades = possibilidade.

Isso significa (Principio Multiplicativo) que sGo 6 x5 x4 x3x2x1=6!=720
trajetos possiveis.

Mais tarde, o representante farmacéutico pensou melhor e pretende fazer um
trajeto que comece e termine na cidade A. Quantos sdo agora os trajetos possiveis?

De novo, o aluno que conhece Andlise Combinatdria vai perceber que, tendo
fixado a primeira cidade como sendo A, resta ordenar as outras 5 cidades, o que leva os
trajetos possiveis a serem em numerode 5! =5x4x3x2x1=120.

Da mesma forma, o aluno que vai “pegar o touro a unha”, sabe que, partindo
de A, o viajante tem 5 escolhas para 29 cidade, dai terd 4 escolhas para 39 cidade e 3

Matematica
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para a 49 cidade, 2 para a 59 cidade e 1 para a 69 cidade, de onde ele voltard a cidade
A. Sdo trajetos possiveis: A, B, C,D, E, F AouA, B, D, E, F, C, A, etc.

Esquematicamente:

Inicio Término
do 29 cidade 39 cidade 49 cidade 59 cidade 69 cidade do
trajeto trajeto

5 4 3 2 1

possibilidades ' possibilidades ' possibilidades = possibilidades | possibilidade A

E, pelo mesmo Principio Multiplicativo, o numero delesé5x4x3x2x1=5/=120.

Recursos necessarios:

Encarte do aluno

Esta atividade estad prevista para ser desenvolvida pelos mesmos gru-
pos, por facilidade de organizagdo.

Os grupos podem discutir as questdes entre si, mas pode haver uma
corregdo coletiva.

Esta dindmica ndo se preocupa com a formalizacGo desses agrupa-
mentos e com as formulas para sua contagem. O uso, ou ndo, da no-
menclatura e das formulas vai depender do ponto em que os estudan-
tes estdo nesse assunto em suas turmas requlares. A ideia no Refor¢o
é que eles tenham oportunidade de trabalhar as diversas situagées
para sentirem a necessidade do formalismo. E importante que o aluno
perceba a facilidade que o uso de formulas representa, mas é impor-
tante também que ele veja que ndo é refém das formulas. O raciocinio
pode superar a falta de memoria nesse caso, com um pequeno custo
no tempo gasto.

Vale a pena lembrar, porém, que o aluno que quiser e souber aplicar
diretamente e corretamente as formulas, ndo seja impedido de fazé-lo



ao responder as questdes aqui propostas.
O Principio Multiplicativo pode ser enunciado como:

Se uma decisdo pode ser tomada de m maneiras e se, uma vez
tomada essa decisGo, uma outra decisGo puder ser tomada de n
maneiras, entdio, o numero de maneiras de se tomarem as duas
decisées é dado pelo produto m x n.

A resolugdo das questdes 1 e 2 ilustra a aplica¢do deste principio em proble-
mas de contagem.

De modo geral, ele se aplica ainda para um numero finito qualquer de de-
cisbes. Observe, por exemplo, que na questdo 1 estdio envolvidas seis deci-
soes: a escolha das cidades que irdo compor um trajeto.

Pedro é um supersticioso e acredita que os numeros impares dao sorte. Ele
escolheu para a placa de seu carro um numero formado por quatro digitos, todos nu-
meros impares e distintos.

A quantidade de op¢des numéricas para a placa do carro de Pedro é igual a
5
20
120
480
625

V

AnALISE DAS Resrostas Ao Quiz

A resposta correta é o item (c). Todos os digitos devem ser numeros impares e dis-
tintos entre si, que sdo 5 impares (1,3,5,7,9). Entéio hd 5 possibilidades de escolha do primei-



Professor

ro, 4 para o segundo, 3 para o terceiro e 2 para o quarto. Temos entdio: 5 x4 x 3 x 2 =120
opgbes numeéricas para a placa do carro de Pedro.

Distratores

A opgdo (a) é um distrator menos provdvel, pois marcam esta op¢do o0s
alunos que provavelmente pensaram so no fato de que sGo 5 numeros impares de
156 algarismo.

A opgdo (b) pode ter sido escolhida pelo aluno que considerou o total de impa-
res, 5, e, como sdo 4 digitos, teria aplicado o principio multiplicativo de maneira errada,
fazendo 5 x 4 = 20.

A opcdo (d) poderia ser escolhida pelo aluno que tenha se enganado e feito
uma multiplicagdo a mais por 4, tendo em vista que eram 4 as posicées a serem preen-
chidas e 120 x 4 = 480.

Por fim, a op¢dio (e) é um distrator que pode ocorrer com mais frequéncia, pois
é a resposta ao caso em que pudesse haver repeticdo de algarismos. Nesse caso, sendo
5 os impares, sGo 5 possibilidades para cada uma das 4 posigcées. Pelo Principio Multi-
plicativo, o numero total de possibilidades seria, entdo

5x5x5x5=5%=625,

PARA SABER +

Uma conversa interessante, no estilo do Malba Tahan, em que se usa adi-
cdo e subtracdo de fracbes, vocé encontra em:

http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1115

Nessa histdria, Mussaraf, um arquiteto do reino Persa que busca inspira-
¢0es em suas viagens, encontra, numa dessas aventuras, Abdul, herdeiro
de um rico comerciante. Abdul expde a Mussaraf alguns problemas que
envolvem a fortuna herdada e a futura esposa, que foi encantada por um
génio maldoso. Como sera que Mussaraf saiu-se?

Uma dica para pesquisa e conhecimento de novos problemas do dia a dia
onde se usa combinatdria, vocé encontra no site :

http://sites.unifra.br/rived/ObjetosPedag%C3%B3gicos/
Matem%C3%A1ltica/tabid/428/language/pt-BR/Default.aspx

O planejamento dos trajetos do representante farmacéutico da 32 etapa
também pode prosseguir e fazé-lo estudar um pouco mais ainda de Analise



Combinatéria. Por exemplo, se houver algum problema nas estradas, ele
poderia fazer outros questionamentos:

Ao planejar a viagem, o representante farmacéutico descobriu que a estra-
da entre as cidades A e D estao muito ruins. Ele ndo quer passar por ela.
Quantos desses trajetos o representante terd, se ainda pretende partir de A
e voltar a A no final, sem usar a estrada que liga as cidades A e D?

Nesse caso, sera preciso excluir dos 120 trajetos que comecam e terminam em
A, aqueles em que a cidade D esteja em 22 ou em 62 |lugar. Ora, mas esses casos Sao
aqueles em que se tem

Matematica

A, D,(aqui ficam as outras 4 cidades em qualquer ordem ...) A
ou sdo aqueles em que se tem:
A (aqui ficam as outras 4 cidades em qualquer ordem ...), D, A.

Cada uma destas situagdes aparece 4! = 24 vezes. Logo, os trajetos negados
pelo representante sdo 2 x 24 = 48. Logo, os trajetos aceitos por ele sao:

51-2x41=120-2%x24=120-48=72.

Um outro modo de fazer este célculo seria contar diretamente as possibili-
dades e aplicar o Principio Multiplicativo. Lembrando que o viajante tem restricdes a
22 e a 62 cidade (ndo pode ser D), vamos comecar por estas: saindo de A, o viajante
ndo quer ir para D, entdo tem so 4 possibilidades, para 22 cidade. Agora, ele tem sé 3
possibilidades para 62 cidade. Para 32 cidade, ele tem 3 possibilidades (trocou a cidade
visitada em 22 lugar por D, mas perdeu também aquela escolhida como 62 cidade), para
a 42 cidade, tem 2 possibilidades e para a 52 cidade ele tem 1 so possibilidade. No total,
ele terd, portanto:

4x3x2x1x3=72.

Esquematicamente:

Inicio Término
do 22 cidade 62 cidade 32 cidade 42 cidade 52 cidade do
trajeto trajeto
4 3 3 2 1

possibilidades | possibilidades | possibilidades | possibilidades | possibilidade

Vamos fazer os calculos de todos os grupos? Complete a tabela com o que
cada grupo recebeu e o que faltou ou sobrou de cada grupo:
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>

DR A, Uk, NP B[P N, AN Wk

Sobra ou parte que falta

b ¢ d a+tb+c+d. para a unidade.
1 1 1 1 1 2+1+3 6
— — 0 —t—t—=— =— =1 0
6 2 3 6 2 6 6
1.3 2,1, 3 4+1+3 8 4 ;. 4.5-4 1
10 10 5 10 10 10 10 5 5 5 2
102 1,1,2 5+2+4 11 1 11 _11-10_1
5 5 2 5 5 10 10 10 10 10 10,
1 3 1 1 3 2+1+3 6 3 3 4-3 1
—_ —_ 0 —_—t = = = 1__: =—
8 8 4 8 8 8 8 4 4 4 4
1 1 1 1 1 2+1+1 4
il - 0 4+ = =—=1 0
4 4 2 4 4 4 4
1 3 1 1 3 2+5+3 10
— —_ 0 —_—t = = =1 0
2 10 10 10 10
i g 1 £+i g i:—2+1+4+5:£:£:1£ 6 1 = 6-5 = i
10 5 2 5 10 5 2 10 10 5 5 5 5 5
1 1 1 1 1 1 1 1+2+3+1 7 1 7 7-6 1
—_ —_ — —_—t—t—4—= =—=1— __1 = = —
3 2 6 6 3 2 6 6 6 6 6 6
Voltando a histéria de Mussaraf e Abdul, contada em http://m3.ime.uni-
camp.br/recursos/1115, vamos refazer os célculos que o arquiteto fez para
1
ajudar Abdul: o pai de Abdul deixou — de sua fortuna para o filho mais velho,
1 1 .
— para o filho do meio e 5 para Abdul. A dificuldade deles é que essa fortu-
na era de 35 camelos e a divisdo era impossivel. Mas essa é a histdria contada
no video indicada na Etapa Flex. Por ora, vamos verificar se o pai de Abdul
distribuiu toda a sua fortuna entre seus 3 filhos. Vamos ver qual é a soma?
Como
1 1 1 3+2 1 1 45+6 51 17
273797 6 T97T T97T 54 T547 18



17 18

e 18 é menor do que 1g dueé igual a 1.

Conclui-se que o pai de Abdul ndo destinou aos filhos toda a sua fortuna, pois

1
altou — .
f 18

Certamente, os estudantes que conhecerem o mmec, véo poder fazer essa soma
de uma so vez, levando em conta que mmc (2, 3, 9) = 18 e, entdo:

N =

9+6+2 _17

11
+—+ = .
3 9 18 18

E Mussaraf ainda ajudou Abdul a resolver 2 problemas sobre tanques e
torneiras, cujas solugdes devolveriam a bela princesa, noiva de Abdul, que
fora transformada em uma pomba por um génio mau. Génios maus nao
existem e princesas sdo poucas, mas esses problemas de torneiras costu-
mam frequentar vestibulares e outras provas:

Uma torneira verde enche um tanque (com o ralo fechado) em 30 minutos
e a torneira vermelha faz o mesmo em 45 minutos. Se o ralo for aberto en-
guanto o tanque estda cheio, ele vai ficar vazio em 90 minutos. As questdes
gue Abdul apresentou a Mussaraf foram as seguintes:

Em quanto tempo, as 2 torneiras juntas enchem o tanque, com o ralo fe-
chado?

Em quanto tempo, a torneira verde enche o tanque com o ralo aberto?

(O problema ndo diz, mas as questoes se referem aos casos em que as va-
z0es sdo constantes, tanto a do ralo quanto a das torneiras.)

A ideia de Mussaraf para a resolugdo desse problema foi reduzir a situagdo ao

que acontece num minuto. Nas condicbes do problema é possivel ver que em 1 minuto:

. 1
a torneira verde enche 5 do tanque;

1
a torneira vermelha enche e do tanque e

.1
o ralo esvazia — do tanque.
90

Matematica
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. . 1
Abertas as 2 torneiras, em 1 minuto elas devem encher 1 + e do tanque e

30
1 1 45+30 75 15 5 1

+ = = = =
30 45 1350 1350 270 90 18

. . 1 . .
Assim, as 2 torneiras abertas enchem 18 tanque em 1 minuto. O tanque cheio

18
é representado por 1 = 18" Logo, as duas torneiras juntas vdo demorar 18 min para

encher o tanque todo (com o ralo fechado!).

O cdlculo desta soma fica bem mais fdcil para quem conhece o mmc, pois mmc

(30,45) = 90:

1 1 3+2 5 1

30 45 90 90 18

Se em 1 minuto, a torneira verde enche % do tanque e o ralo esvazia L
do tanque, o que vai sobrar de dgua no tanque em 1 minuto, com ambos
abertos, serd igual a diferenca: %— % (para calcular esta diferenga, mes-
mo quem ndo conhece o mmc, pode perceber que basta multiplicar ambos

os termos da 19 fragdo por 3, que elas ficardo com o mesmo denominador):

. 1 , "
ora, se em 1 minuto, sobram 7 do tanque com dgua, entdo, passados 45

minutos, o tanque estard cheio.
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